Detonaciones confinadas con simetría esférica y cilíndrica by Liñán Martínez, Amable & Lecuona Newman, Antonio
J.E.N.457 
Sp ISSN 0081-3397 
DETONACIONES CONFINADAS CON 
SIMETRÍA ESFÉRICA Y CILINDRICA 
por 
L iñán, A. 
Lecuona,A. 
bajo contrato 
entre la J . E.N. 
y la Cátedra de Mecánica 
de Fluidos de la E.T.S.I.A. 
JUNTA DE ENERGÍA NUCLEAR 
MADRID,1979 









Toda co r r e spondenc i a en re lac ión con es te t r a b a -
jo debe d i r i g i r s e al Serv ic io de Documentación Bibl ioteca 
y Pub l i cac iones , Junta de E n e r g í a N u c l e a r , Ciudad Uni-
v e r s i t a r i a , M a d r i d - 3 , ESPAÑA. 
Las so l ic i tudes de e j e m p l a r e s deben d i r i g i r s e a 
es te m i s m o Se rv ic io . 
Los d e s c r i p t o r e s se han se lecc ionado del T h e s a u r o 
del INIS p a r a - d e s c r i b i r l a s m a t e r i a s que contiene es te i n -
forme con v i s t a s a su r e c u p e r a c i ó n . P a r a m á s de ta l les con 
sú l tese el informe IAEA-INIS-12 (INIS: Manual de Indiza-
ción) y IAEA-INIS-13 (INIS: Thesau ro ) publicado por el O r -
gan i smo In te rnac iona l de E n e r g í a Atómica . 
Se au to r i za la r eproducc ión de los r e s ú m e n e s ana-
l í t icos que a p a r e c e n en e s t a publ icac ión. 
E s t e t raba jo se ha rec ib ido p a r a su i m p r e s i ó n en 
Sept iembre de 1. 979. 
Depósito legal n° M-36149-1979 I . S . B . N . 84-500-3421-3 

N O T A 
El presente trabajo corresponde al Informe #3 del 
equipo ii) Propagación de Ondas de Choque en Medios Ultra-
densos, del subprograma de la Jen sobre Confinamiento Iner-
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 , Relativo a la solución al campo fluido entre la onda 
de choque débil y la interfase. 
2.- INTRODUCCIÓN Y ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 
Este trabajo tiene por finalidad la descripción analí_ 
tica del campo fluidodinámico creado por una detonación esféri-
ca (cilindrica o plana) iniciada en el exterior de una bola (ci_ 
lindro o región semiinfinita) cuando está rodeada de una casca-
ra de material inerte denso que actúa de reflector, ver la figu_ 
ra 2.1. 
La conversión de energía química en térmica en el de-
tonante, da lugar a grandes incrementos de presión establecidos 
por ondas de presión que coalescen formando una onda de choque 
(Landau, L.D. y Lifshitz , E.M.; 1971). Esta avanza hacia el in-
terior del material incrementando la presión y la temperatura a 
valores-que permiten que la reacción química ocurra en el mate-
rial inmediatamente después de ser alcanzado por la onda de cho 
que. La. onda de choque y la zona de reacción constituyen la on-
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da de detonación, cuyo espesor es tan pequeño que puede conside_ 
rarse como una superficie de discontinuidad que dá lugar a in-
crementos grandes de presión (Courant, R. y Friedrichs, K.O.; 
1948), (Landau, L.D. y Lifshitz, E.M.; 1959), (Zel'dovich, Ya. 
B. y Raizer, Yu.P.; 1967). 
La iniciación de la detonación puede realizarse por 
deposición rápida de energía en la superficie exterior del ma-
terial detonante; por ejemplo, mediante la detonación con igni_ 
ción múltiple de una cascara de material de alta velocidad de 
detonación. 
De este modo se genera una onda de detonación fuerte 
cuya velocidad decae a la velocidad de Chapman-Jouguet cuando 
la energía química liberada por la onda se hace comparable a la 
energía de iniciación (Korobeinikov, V.P.; 1971). Sin embargo, 
cuando la onda de detonación ha recorrido distancias comparables 
a su radio inicial, las partículas se aceleran en su movimiento 
convergente establecido por la onda, debido a ondas de compre-
sión, que alcanzan a la onda de detonación y la refuerzan incre 
mentando su velocidad de propagación. Por otra parte, las altas 
presiones originadas por la detonación actúan también sobre el 
material inerte usado de reflector, de manera que éste toma un 
movimiento radial divergente iniciado por una onda de choque. 
La presión en la interfase: medio detonado-medio iner 
te comprimido es intermedia entre la ambiente y aquella que exis_ 
te inmediatamente detrás de la detonación. 
En el presente trabajo se analizan las primeras etapas 
del proceso de propagación de una detonación en un medio detonan 
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te esférico (cilindrico o plano) y de la onda de choque asocia-
da en un medio inerte, reflector, que limita al detonante. Se 
supone despreciable la energía liberada para iniciar la detona-
ción en la interfase , de manera que en el instante inicial la 
onda de detonación avanza con la velocidad de Chapman-Jouguet. 
El proceso de propagación y el campo de velocidades, 
densidades y presiones, se describirá mediante desarrollos valí 
dos para tiempos pequeños comparados con el que tardaría la on-
da de detonación en alcanzar el centro y análogos a los utiliza 
dos por (Liñán, A. y Rodríguez, M.; 1977). 
En el primer término de los desarrollos no aparecen 
los efectos de la convergencia geométrica, tanto la onda de cho 
que como la de detonación viajan con velocidad constante. Tras 
la onda de detonación aparece una región de expansión y entre 
ella y la onda de choque una región donde la presión es unifor-
me y toma un valor intermedio entre el inicial y el valor eleva 
do existente inmediatamente detrás de la onda de detonación. 
Existe pues una discontinuidad de contacto en la in-
terfase (discontinuidad sólo en derivadas y temperatura) y una 
discontinuidad débil (únicamente en derivadas) en una superfici 
característica de la zona de detonante ya quemada. 
El segundo término y posteriores de los desarrollos 
son debidos a la curvatura del medio, puesta de manifiesto en 
las ecuaciones a través del número j (j=2, simetría esférica; 
j=l, cilindrica; j = 0 , plana). 
Sigue existiendo discontinuidad de contacto en la in-
terfase para todos los términos. Además aparece una discontinui_ 
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dad adicional que consiste en una onda de choque inicialmente 
débil que en primera aproximación coincide con la superficie 
de discontinuidad débil del medio detonado. Su existencia está 
justificada por el hecho de que el fluido se expansiona en ex-
ceso tras la onda de detonación, necesitándose una onda de cho_ 
que que acople las condiciones del fluido a las existentes en 
la interfase. Dicha superficie separa a la zona de expansión no 
f 
perturbada en su movimiento por la presencia del reflector, de 
otra cuyo movimiento se ve restringido por la resistencia que 
le opone aquél. 
Como consecuencia de ello, el movimiento de esta zona 
perturbada y del medio inerte alcanzado por la onda de choque 
generada en él, están interrelacionados a través de condiciones 
de contacto en la interfase común, las cuales pueden resumirse 
en la continuidad de la velocidad y presión de ambos fluidos a 
través de ella; también dependerá del estado del fluido justo 
delante de la onda de choque débil del medio detonado a través 
de condiciones de salto. Esta onda, débil en los primeros ins-
tantes, es reforzada por su convergencia y debilitada por la ca_í 
da de presión en la interfase, si el efecto neto fuera de refuer 
zo , aumentaría su velocidad de propagación, pudiendo alcanzar a 
la onda de detonación. Al reflejarse aumentaría la intensidad 
de la onda de detonación sobre sus condiciones de propagación 
libre. Esto sería un método efectivo de obtener compresiones di 
námicas fuertes de núcleos, usando detonantes. 
El campo fluidodinámico puede describirse con las ecua 
ciones de Euler (Courant, R..y Friedrichs, K.O.; 19H8), (Stanyu-
kovich, K.P. ; 1960), pues el número de Reynolds característico 
del movimiento resulta ser tan alto que hace que los efectos di 
sipativos sean despreciables. Sin embargo, hemos de admitir dis_ 
continuidades en la solución, que tienen en cuenta estos efec-
tos . 
Para el movimiento unidireccional resultante las ecua 
clones son: 
3p , 3(pu) ,pu 
3t 3r + D r " U (2.1) 
3u 3u 1 3P 
dt 3r p dr (2.2) 
r 9 3i (2.3) 
De la ecuación de estado del medio comprimido nos in-
teresa conocer la entropía específica en función de la presión 
y la dens idad: 
s = s(P,p) (2.4) 
pero podemos poner que 
fl£) /(1±)
 =_ (21) :
- ^ Y ( P . P ) (2.5) 
donde Y(P 5P) significa que Y es una función de la presión y la 
densidad, con lo que la ecuación de la energía puede escribirse 
como : 
1 DP Y(P,p) Dp 
P Dt Dt 0 
(2.6) 
Dt = 3t + u 3 r (2.7) 
La región en la que el fluido está en movimiento está 
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limitada por ondas de choque o detonación y por ello las condi-
ciones de contorno vienen dadas por las ecuaciones de conserva-
ción a través de estas ondas, que en el instante inicial arran-
can de la posición inicial de la interfase del material detonan 
te con el material inerte usado como reflector, de donde deduci_ 
mos las condiciones iniciales necesarias. Las posiciones de es-
tas discontinuidades, en cualquier instante, vienen dadas como 
parte de la solución. 
Con objeto de situar la onda de detonación en una co-
ordenada fija, se define la variable £: 
K 
r-r 0 1 
r - r . 
D 01 
(2.8) 
Para el significado de los subíndices consultar la nomenclatura 
De esta forma la onda está situada siempre en £=1. Con el mismo 
objeto y para el campo fluido en el medio inerte, detrás de la 
onda de choque generada en él, se define la variable £» 
r-r oí 
r - r . 
M oí 
(2.9) 
En lugar del tiempo utilizaremos una nueva variable 









Estas variables sólo dependen del tiempo y aparecen 
de modo natural en las ecuaciones. 
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guientes: 
Como variables adimensionales, utilizaremos las si-
Para el medio detonado; r <rír.; ver Fig. 2.2: 
i|>d(£,x) = p(r,t )/Pkd 
fd(É,x)=P(r,t)/D (t)p k d; D(t)=drD/dt 




Para el medio inerte alcanzado: r.lrlr • ver Fig. 2.2 
i M 
i W £ , y ) = p ( r , t ) / p 
m km 
f U , y ) = P ( r , t ) / M Z ( t ) p , ; M ( t ) = d r „ / d t 
m km 
<J>m(S,y) = u ( r , t ) / M ( t ) ; u ( r , t ) = d r / d t 
( 2 . 1 5 ) 
( 2 . 1 6 ) 
( 2 . 1 7 ) 
En c u a n t o s e i n t r o d u c e n e s t o s c a m b i o s de v a r i a b l e en 
l a s e c u a c i o n e s d e l m o v i m i e n t o , é s t a s q u e d a n de l a f o r m a : 
P a r a e l m e d i o d e t o n a d o : 
3
*d d^á ^ x V d 
á TZ + x~5x" 
,,
 3 V i 3 V 3*d 
i + x T 
( * d - e > r
3 f
d
 Y d f d 3 ^ 
TT'IT^ TT 
+ X 
r 3 f d V d 9*d 
dx i|> . 9x d 
= - 26 f 
( 2 . 1 8 ) 
( 2 . 1 9 ) 
( 2 . 2 0 ) 
s i e n d o 2 -2 
fd x-i cdx-i (2 . 2 1 ) 
Para el medio inerte alcanzado: 





+ ifi m 
34> 




( V ? ) " 3 ^ ' ÍT -3C m 
3y 
3<j) 
+ y m 
m 
3y • e 4) m 
( * m - 5 ) 
3 f 
m 
y f 3 ^ - i 
m m m 
3C ú 3C 
r 3 f 
+y m 
Y f 3if> n 
m m m 
.
 3 y 4> 3y 
m 
= - 2 e f 
m 
s i e n d o 
-H0)@" 2 
( 2 . 2 2 ) 
( 2 . 2 3 ) 
( 2 . 2 4 ) 
( 2 . 2 5 ) 
Para integrar estas ecuaciones se buscarán desarrollos 
a la solución en potencias de las variables x,y<<l, quedándo-
nos con los dos primeros términos, lo cual equivale a desarro-
llos en el tiempo adimensional: 
T =- D t/r .<<1 
o oí 
(2.26) 
El análisis presentado aquí es igualmente válido para 
el caso de tener una bola (cilindro o región plana) de material 
inerte rodeada de detonante, cuando se inicia la detonación en 
la interfase. 
3.- ESTUDIO DE LA ONDA DE DETONACIÓN 
Las ecuaciones de conservación a través de una onda de 
detonación en un medio denso, si expresamos con el subíndice D 
el estado del fluido justo detrás de la onda de detonación, son: 
PD ( D"V = PkdD 
P D = P k d D u D 





Se ha despreciado en (3.2) la presión inicial del deto 
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nante frente a la de la parte detonada y en (3.3) la energía 
térmica inicial frente a la energía química q por unidad de ma-
sa, liberada en la combustión. La ecuación de estado del medio 
tras la onda de detonación, nos proporcionará la ecuación adi-
cional: 
e D = e D ( P D ' P D } 
(3.4) 
necesaria para determinar todos los estados posibles detrás de 
la onda de detonación en función del no perturbado, P=0, p=p, ,. 
En el plano P, 1/p; estos estados están representados por la 
curva de Hugoniot HH ' , fig. 3.1. 
Si la detonación comienza siendo de Chapman-Jouguet, 
la entropía específica de los gases resultantes está en un míni_ 
no (Courant, R. y Friedrichs, K.O.; 1948). Por lo tanto a lo lar 
go de la curva HH' y en el instante inicial es: 
ds D Ho 
de D Ho 
PDd(l/PD) Ho (.3.5) 
De (3.1) y (3.2) obtenemos que: 
P 
D' D 
Pkd ( 1 / P k d - 1 / P D } 
De ( 3 . 1 ) , ( 3 . 2 ) y ( 3 . 3 ) e s : 
( 3 . 6 ) 
d e D = ( 1 / P k d - 1 / P D ) d V 2 - P D d ( 1 / P D / 2 (3.7) 
Como consecuencia de estas tres ecuaciones resulta: 
d PD PoD . 2 n 2 
d(l/pj ' l/p.,-l/p . o Pkd (3.8) kd oD 





INICIACIÓN DE LA 
DETONACIÓN 
F i g 2 . 1 . - C o n f i g u r a c i ó n i n i c i a l 
ONDA DE DETONACIÓN 
ONDA DE CHOQUE DÉBIL 
INTERFASE EN UN INSTANTE 
INICIAL 
INTERFASE EN UN 
INSTANTE GENÉRICO 
ONDA DE CHOQUE 
EN EL 
REFLECTOR 
F i g 2 . 2 . - S i t u a c i ó n g n é r i c a de l a s s u p e r f i c i e s de 
d i s c o n t i n u i d a d p a r a t > 0 . 
F i g 3 . 1 . - E s t a d o s p o s i b l e s d e t r á s de una o n d a de d e t o n a c i ó n p s r a 
un e s t a d o no p e r t u r b a d o d a d o ( C u r v a de H u g o n i o t ) . • 
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do detrás de una detonación de Chapman-Jouguet es el punto C, 
fig. 3.1, punto de contacto de la curva de Hugoniot con la rec 
ta tangente a ella desde el estado no perturbado o' y también 
que la velocidad de detonación, proporcional a la pendiente de 
la recta oC, está en un mínimo (hipótesis de Chapman-Jouguet). 
Puesto que la curva de Hugoniot equivale a una isen-
trópica cerca del punto de Chapman-Jouguet, de (3.8) se deduce 
que : 
9 9 9 9 
C ' = p. . D /P * , (3.9) 
oD kd o oD 
l u e g o de ( 3 . 1 ) s e d e d u c e q u e , con l a d e f i n i c i ó n de y de ( 1 . 5 ) 
que : 
V U o D = CoD - / Y o D P o D / p o D (3.10) 
E-s decir que la velocidad de la onda de detonación con respec-
to a los gases inmediatamente detrás de ella es igual a la ve-
locidad local del sonido. 
A una perturbación sobre el estado detrás de la onda, 
dP , d(l/p ); de (3.7) y (3.8) podemos deducir que: 
2i
 - (3.11) d D
 > H o = 0 ' 




8 2D 2 
.0(I/PD)} 
{ d ( l / p D ) } + 3
2D2 
O P D ) 





que teniendo en cuenta (3.6) y (3.8) se reduce a: 
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2 2 2 2 2 
= 4D '(dPT.)VPn / 
Ho ° D o D 
(3.13) 
Cuando la separación de la onda de detonación con res 
pecto a la interfase es pequeña comparada con su radio, la va-
riable ad imens ional x es mucho menor que la -unidad y podemos uti_ 
lizarla como variable independiente en un desarrollo de las va 
riables fluidas adimensionales, pues aparece de modo natural en 
las ecuaciones. Sin embargo, por claridad, usaremos el tiempo 
adimens ional: 
T=-D t/r . ; D <0 para onda de detonación implosiva (3.14) 
o o a o r r 
Un desarrollo de D en potencias de T, quedándonos con 
los tres primeros términos, sería: 
D = Do(l-d1T-d2T*) , 
pero de acuerdo con (3.11) es d =0. Puesto que: 
D = dr^/dt =- D dx/dx , 
(3.15) 
(3.16) 
la relación entre T y x es 
X = - T + O ( T ) , 
3 3 
donde 0(x ) expresa un infinitésimo del orden de T 
(3.17) 
El estado tras la onda de detonación, en variables adi_ 
mensionales, podemos ponerlo como: 
f D ( T ) = f o D - f l D T + - ' 
* D ( T ) = * o D - * l D T + " 




• Introduciendo esto en las ecuaciones de conservación 
a través de la onda de detonación (3.1), (3.2) y (3.3) y anadien 
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do la condición (3.10), que se puede escribir como: 
^W^ODW^OD YoD = Yd ( PoD» PoD ) (3.21) 
Identificando los términos independientes de X, obte-
nemos que : 
f o D = * o D = 1 / ( Y o D + 1 ) 
*oD= ( V l ) / Y o D 
(3.22) 
(3.23) 
( e o D ^ ) / D o " 2 ( V 1 } 
(3.24) 
Cuando pueda describirse la evolución del fluido tras 
la onda de detonación por medio de la ecuación de estado 
Td 






 ^d"1 Pd 
(3.26) 
que introducida en (3.24) nos da 
D =-V2(Y,2_1)q (3.27) 
> _ D o 2 p k d 
oD ~ Yd + 1 
(3.28) 
Si tomásemos como ecuación de estado 
Y 
P d / p d d = K o » (3.29) 
la expresión de la energía interna es 
• * • & % - " ' * > • 
(3.30) 
Tan solo la energía interna depende de la entropía. P y p resul 
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tan independientes del estado térmico del fluido. 
Podemos introducir (3.29) directamente en (3.22) y 
(3.23) y obtener D , quedando: 
y,+l Y -1 Y, 1/2 
»o"-«*d«>
 K<Ad "d > (3.31) 
De la ecuación de la energía (3.3) resulta que 
,2 





> o (3.32) 
de donde podemos deducir que para que el régimen sea posible, 
ha de ser: 
*'*
 (
^ d + 1 ) 2 V k d 2 / Y d 3 (3.33) 
Se observa que con la ecuación de estado (3.25), D de_ 
pende exclusivamente de q, mientras que con (3.29) depende de 
p, , y no depende de q. Se trata de dos casos extremos de ecua-
ción de estado pues D depende tanto de q como de p, ,. 
r
 o r ^ kd 
Si en (3.31) sustituímos K =P _/p _ d obtenemos (3.28). 
o oD oD 
Por lo tanto podemos usar (3.28) para determinar, conociendo P 
y D experimentalmente, el valor de Y, adecuado de acuerdo con J
 o d 
oD 
estas ecuaciones de estado. 
En la Tabla 3.1 se relacionan las características del 
fluido en el punto de Chapman-Jouguet de algunos detonantes só-
lidos, líquidos y gaseosos típicos, obtenida de (Jaumotte, A.L.; 
1971). Se indican en ella también el valor de Y, obtenido usan-
do (3.28). 
Para el estudio que sigue no es necesaria la discrimi_ 
nación entre estos dos tipos de ecuación de estado, pues ambas 
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TIPO DE DETONANTE 
Trinitrato de glicerol; Y^^'e 
Dinamita ; Yd = 3 ' 9 
(75%+Kieselguhr) 
TNT; Y^S'5 






20 °C, 1 atm. 
Etileno+Oxígeno ( C2Hi+ + 3'5 02 ) 
20 °C, 1 atm. 
Hidrogeno+Oxigeno (esteoquim.) 
22 °C, 1 atm. 
pkd Q (e/cm3) 







































Tabla 3.1.- Características de la detonación de Chapman-
Jouguet para varios detonantes. 
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dan lugar a isentropicas del tipo: P,/p, =K, siendo en nuestra 
aproximación el campo fluido homoentrópico. 
Identificando los términos asociados a T en las ecua-
ciones de conservación se obtiene que: 
f l d = * l d (3. 34 ) 
(3.35) 
La ecuación de la energía resulta una identidad. La 
.ecuación necesaria para completar a (3.34) y (3.35) ha de venir 
de particularizar la solución de las ecuaciones del movimiento 
fluido detrás de la onda de detonación, pues es fácil suponer 
que puesto que la onda de detonación avanza con respecto al flui_ 
do que deja detrás con la velocidad del sonido local, la única 
perturbación sobre ella, ha de ser transversal, es decir, debi-
da únicamente a la convergencia del medio. 
Tan sólo una onda de choque generada en el campo flu_i 
do podría alcanzarle y acelerarla, llevándole información de la 
existencia del reflector. 
Para calcular el coeficiente d„ de (3.15), con ayuda 
de (3.13) y (3.18) es: 
2 2 
d^D 
= -4 D 2 d 9 ( d T ) 2 = Ho ° 2 • " D o 2 ( d V P o D ) 2 (3.36) 
d P D = - p k d D o * l D d T ( 3 . 3 7 ) 
l u e g o r e s u l t a que 
2_2 D = D o { l + ( V * o D ) T / 2 } ( 3 . 3 8.) 
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4.- CAMPO DETRAS DE LA ONDA DE DETONACIÓN. PRIMERA APROXIMACIÓN 
Proponiendo una solución al campo fluido como desarro 
lio en serie de potencias del tiempo adimensional T<<1: 
f d(T,5)=f o d(5)-Tf l d(C) + 
*d< T» 5 ) = * o d ( 5 ) - T * l d ( 5 ) + " -




Las ecuaciones para la primera aproximación (Liñán, A. 
y Rodríguez, M.; 1977) son: 
duV ., d«J> . 
(
* o d - ^ } ~dT+]¡1oá - d T = 0 
t* ^ á^oá 1 d f ° d n 
(
*od-^ - d r + 4TT^r=0 
od 
( 4 . 4 ) 
( 4 . 5 ) 
od (
*od"5>£ ( ^ = ° 
* 
od 
Yd= V f d 'V 
( 4 . 6 ) 
( 4 . 7 ) 
C o n d i c i o n e s de c o n t o r n o : 
en £=1 (onda de d e t o n a c i ó n ) 
od od d 
* o d = ( ^ d + 1 ) / Y d 
en £ = £ . (interfase) 




Para poder integrar el sistema de ecuaciones ha de 
suponerse Y, constante e igual a su valor tras la onda de deto 




•od"* i|> od 
V o d ^ o d *od^ 
(4.11) 
Para A^O, la solución representa una expansión y se 
cumplen las condiciones de contorno detrás de la onda de detona 




 fild_ ^ 
od Yd-l W d+1 g ' 










Esta solución es válida hasta que d> , =d> .,, en £ = £ 
^
 rod roid' ^oa 
en que la solución que hace A=0 es la correcta entre este punto 
y la interfase. Por lo tanto en £=£ (en primera aproximación) 
O 3. 
existe una discontinuidad en las derivadas, su posición viene 
dada por: 2Y, 
* -
 1
 ( c 9oid " Y^-l W,+ T «od"1) g 
Yd + 1 
oa 2Y, ^V^oid (4.16) 
C o a = [ l + ( Y d + l H o i d ] / 2 (4.17) 
La solución desde g = g hasta la interfase g = g . , donde 
se cumple la condición de contorno (4.10), tiene derivadas nulas 











El valor de <b . , se determinará al .imponer las condi-
oid 
ciones de contacto en la interfase. 
Un diagrama cualitativo del campo de velocidades, den 
sidades y presiones en su primera aproximación, viene dado en 
la fig. 4.1. 
5.- SEGUNDA APROXIMACIÓN 
En este apartado se suprime en la escritura el subín-
dice d correspondiente a las condiciones en el medio detonado 
por sencillez. 
Las ecuaciones correspondientes a los términos asoci_a 
dos a T (Liñán, A. y Rodríguez, M.; 1977) son: 
diK d<f>. 
+ * + $ . 
dty 
o d£ ' Y l d£ °
 + ( 1 +




* l 1 d f l * 1 d f o ( v 5 ) inr + 4r^r-¡-2-ir + ( i + 
* . 
d<f> 
^ • l " 0 
^ o *o o o 
( 5 . 2 ) 
( 5 . 3 ) 
Condiciones de contorno 
en £=1 (onda de detonación) 
fl = *1D 
^ 1 = * 1 D / ( 1 - < ¡ ) O D ) 
(5.4) 
(5.5) 
4 > n = 
1 
oD
 ( Y , - ! ) 
•01 
T " 
- 2 3 -
VELOCIDAD ADIMENSIONAL 
•, Ol 
^od V. p Jo 
YoD Y 
- ^ 
Fig 4.1.- Diagrama cualitativo de la primera aproximación al cam-
po fluido en el medio detonado. 
- 2 4 -
en £ - £ • ( i n t e r f a s e ) 
* l B * l i 1 + 
9 < f > ' 
3C £ = <f> • T o i 
= * l i 
1 l a 
3f 
H 5 = * • 
o í 
* l i = f l i 
( 5 . 6 ) 
( 5 . 7 ) 
Análogamente a lo ocurrido a la solución al primer tér_ 
mino de los desarrollos, resulta imposible hacer cumplir a la 
misma solución todas estas condiciones de contorno a la vez. 
Debido al cambio de carácter de la primera aproxima-
ción a la solución, éste se presenta también para la segunda y 
debido a que las ecuaciones del movimiento ahora no son homogé-
neas no es posible la solución de derivadas nulas que permita 
el cumplimiento de todas las condiciones de contorno sin discon_ 
tinuidades en <j) , \J> , f . 
Las ecuaciones de Euler, utilizadas para describir el 
movimiento, permiten la existencia de discontinuidades en su s£ 
lucion, al no aparecer en ellas los términos disipativos; luego 
para hacer posible el cumplimiento de todas las condiciones de 
contorno, la única posibilidad es que el campo fluido presente 
la discontinuidad creada por una onda de choque débil, con sal_ 
to solamente de orden T en las magnitudes fluidas (<¡>,f»'jOj lo 
que representa un salto de orden unidad en (<}> ,f ,iK ) y viajan-
do en primera aproximación a la velocidad local del sonido. 
Como primer paso se harán cumplir las condiciones de 
contorno en la onda de detonación, a la solución proporcionada 
por las ecuaciones para la segunda aproximación habiendo intro-
ducido en ellas la primera aproximación válida justo detrás de 
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la onda de detonación. Esta solución es válida hasta la onda de 
choque, o hasta el punto en que cambia de carácter la solución 
para la primera aproximación, por lo que la onda de choque ha 
de situarse con el cumplimiento de la condición de contorno res 
tante y una vez conocidas las soluciones a ambos lados de ella. 
A. - Solución Detrás de la Onda de Detonación 
Entrando con la solución a la primera aproximación da_ 
da por (4.12) a (4.14) y con las condiciones de contorno (5.4) 
y (5.5), en (5.3) se llega a que: 
f, /f = Y TÍ». /i¡> 1 o l o (5.8) 
Entrando con esta expresión en (5.2) y en combinación 
lineal con (5.1) se obtiene la relación algébrica: 
rl <• Y J 3Y-1 1 
Y(2g-1)-1 
Y (Y + l ) 
Y + l 2/(Y-D ,,
 Q, 3YTI g <5-9> 
Particularizando esta expresión para g=l (onda de deto 
nación), y junto con las condiciones de contorno (5.4) y (5.5) 
se obtiene: 
*lL=fl-D: •JY/{4(Y+1) }, * 1 D=-j/(4Y) (5.10) 
Integrando la ecuación diferencial (5.1), teniendo en 
cuenta (5.8) y (5.9) se obtiene la solución completa: 
<$> 
1







1_ (5-3Y)/{2(Y-D) (5.11) 
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i> JL 1 Y(3Y-D 
Y+5 (Y + l) 
3-Y Y-l 




(Y + 1)/(Y-U 
-(Y+5) 3Y 3Y-5 3-Y 
(7-Y)/{2(Y-l)} 
f± = ÍYg/(Y+l)} ^ 
(5.12) 
(5.13) 
Para Y=3 esta solución no es válida, sino la siguien-
te 
g = (l+2£)/3 
<t>. = 3jg(4 ln g+8-9g)/4' 
Í>, = jg(7T- g" l n § ) / 3 





3. - Estudio de la Onda de Choque Débil 
Como el salto de las magnitudes fluidas es en $., f ., 
Í>^ ; las ecuaciones de conservación a través de la onda de cho-
que débil, indicando con prima (') las magnitudes referentes al 
estado del fluido detrás de ella, quedan: 
lij' -\b é ' _<h 
or 
f ' - f é ' -á> üi» _üj r
 1 1 * 1 Tl v 1 vl 













El subíndice b, denotando la posición de la onda y 
* = (B -u , )/D Tor o ob o (5.21) 
B es la velocidad inicial de propagación de la onda de choque. 
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B o/D o= [l+(Y+l)*oi]/2 
(5.22) 
(5.23) 
Ahora bien, de la definición de las variables adimen-
sionales se deduce que: 
[ d ( x E ) / d x ] = ó = <f> -T<|> ( 5 . 2 4 ) 
*• a J a o a i. a 
luego 
* a = ^ o a + 0 ( T ) 
es decir: 
toa= [l + (Y+l)*o.d]/2 
(5.25) 
(5.26) 
De (5.23), (5.24) y (5.26) se puede deducir que £ ,=£ . La on-
O Jj O 3 
da de choque se encuentra en primera aproximación, precisamente 
en el punto de cambio de carácter de la solución al primer tér-
mino de los desarrollos, salvo términos de orden T. 
Se usarán (5.18) y (5.20) como condiciones de contor-
no al integrar las ecuaciones que rigen el campo fluido en la 
zona entre la onda de choque débil y la interfase. 
Resulta necesario calcular el segundo término de la 
velocidad de propagación de esta onda, el cual tiene en cuenta 
el efecto de convergencia, para poder imponer exactamente la con 
dición de salto (5.18). Además si esta onda se acelerase, al en 
contrarse con presiones crecientes progresaría en su aceleración 
pudiendo alcanzar a la onda de detonación. 
Para ondas de choque débiles, el segundo término de la 
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expresión de la velocidad de propagación de ondas de choque dé-
biles, coincide con la media de las velocidades de las superfi-
cies características de delante y detrás de ella (Víitham, G.B.; 
1974), luego: 
B = B o - T B 1 = (4>r + <í>b + cÍ>' r t<í> , b)D/2 
V D o = ( * l r + * ' l r + * l b + * " l b ) / 2 = 
= ( clb / Do + C'lb / Do + *lb + (í>,lb)/2 = 
( 5 . 2 7 ) 
4> ( Y - D 
- ^ - i ( ^ ' -+T|Í- ) + <!>-+4>\ 2\b . 1 1 l l 
o í 
/ 2 : 
b 
f Y ] 
[Y + lJ 
Y - 3 -
Y - i W - i J 
2 g o a ( * ! + * • 1 ) + <J>1 + < | ) , 1 / 2 ( 5 . 2 8 ) 
C. - Solución Entre la Onda de Choque Débil y la Interfase 
Entrando con la solución para la primera aproximación 
al campo fluido en esta zona (4.18), (4.19) y (4.20) en las ecua 
ciones del movimiento (5.1), (5.2) y (5.3) y con las condiciones 
de contorno (5.18) y (5.20) y teniendo en cuenta (5.8), se llega 
al sistema de ecuaciones: 
dip' d<J>' 
yoi 9 ; d£ ^oi d& v 1 J voi yoi 
d*'
 1 df' (
*oi-^ -rr + ^ r - -^ 1 + * , i = 0 
oí 
f' /f . = vtí; ' /i¡ . 




Estas ecuaciones admiten solución de la forma: 
$'x =Fg+(Y-l)I/Y 
ty\ = Ag + (y-l)E/Y 
(5.32) 
(5.33) 
si se cumple que 
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{ ( Y - l ) ~ 1 + «j>oi}A + ^o iF+E =-j * o i * o i Y / ( Y - D 
Y f o i A / ^ o i 2 + { ( Y ~ 1 ) 1 + <t>oi}F+I = 0 
(5.34) 
(5.35) 
además de la condición de contorno (5.18), y siendo: 
' ± = Yfoi{Ag + ( Y - D E / Y } / ^ o i (5.36) 
(5.34), (5.35) y (5.36) se emplearán en completar, jun 
to con las condiciones de contacto en la interfase, el cuadro 
de ecuaciones necesarias para determinar todos los parámetros 
que intervienen en la solución. 
En la fig. 5.1 se muestra un diagrama cualitativo del 
perfil de velocidades, presiones y densidades adimensionales en 
el medio detonado. 
D. - Trayectorias 
Para que el punto considerado, inicialmente en r=r , 
sea alcanzado por la onda de detonación, habrá que esperar un 
tiempo t : 
P 
•D t /r . = 1-r /r . = T 
o p oí - op oí p (5.37) 
A partir de este instante la ecuación cinemática del 
movimiento del punto es: 
d[xÉp(x)] = cf>dUn(x),x]dx d ^ p (5.38) 
que es equivalente a: 
«¿o 
*dt5p í x )' x^S < l f > 
dx/x (5.39) 
Introduciendo en esta ecuación <{>, [£ (x),xj e integran 
d«."V 
- 3 0 -
<Pn=VD 
*d (9a ) 
^ R i ' P l d ' r k d 
. / 6¡ 




Fig 5.1.- Diagrama cualitativo de la primera aproximación ( ) 
y de la segunda ( ) al campo fluido en el medio de-
tonado . 
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dola a partir del instante de alcance del punto por la onda de 
detonación T =-x , £ =1: se obtiene £ (x) = £ (-x) que nos propor p p' p ' p p ^ r r — 
ciona la posición relativa del punto a la onda. Según (4.12) 
es, en primera aproximación: 
4>[£p(x),x] = 4>o[£ <x)] = [2É(x)-l]/(Y + l) (5.40) 
No nos permite una mejor aproximación la integración 
de (5.39). Por lo tanto queda: 
Y-l 
C(T)=[(YTp/T)Y+1-l]/(y-l) (5.41) 
Esta ecuación es válida hasta que la partícula fluida 
es alcanzada por la discontinuidad en las derivadas, en £ ( T ) = £ , , 
en que (5.39) ha de ser integrada con la condición inicial: 
b p 
(Y-DCb + l l-Y-lJ 
(5.42) 
dando: 
S ( T ) = *oid-(*oid^b)T/Tb> V T (5.43) 
La posición del punto viene dada por lo tanto por: 
r=r para 0<T<T 
P P 
Y-l 
Y + l 
(5.44) 
r = r . { 1 - T { Y ( T ^ / T ) , X X - 1 } / ( Y - 1 ) } ; T I T ^ T , (5.45) 
O 1 p p £> 
r = r .{1-T<}) . + (<£ .o-C v)T 2/T,}; T <T 
oa roi Toad b b ' b 
(5.46) 
La posición de la onda de detonación viene dada de in_ 
tegrar la ecuación: 
2_2 
D = D o t 1 + ( * l D / * o D ) T /23 (5.47) 
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con la condición inicial x=0 ==* r =r ., dando: 
D 01 
2 2 (5.48) r D s r o i { l - T - ( V * o D ) T /5} * 
En cuanto a la posición de la onda de choque débil, he_ 
mos de integrar la ecuación: 
D dr, 
— — - = B = B (l-TB./B ) 
r dT o 1 o 
o 
(5.49) 
con la condición inicial x = 0 ===> r = r ., quedando en variables 
b oí 
adimensionales: 
^ b = ( B o / D o ) ( 1 - T B l / 2 B o ) = ? o b - T ( B l / D o ) / 2 ' T-° 
o en variables físicas: 
( 5 . 5 0 ) 
r b = r o i { l - T ? o b + T ( B l / D o ) / 2 } ; . 0 ( 5 . 5 1 ) 
P o r l o t a n t o , l a s m a g n i t u d e s f l u i d a s a n t e s y d e s p u é s 






o o 1_ 
o b




o b LH" J K 2 D J
 o b o 
• l b = * ' l o b + 
r 3 * ' i i B 
b " l o b 
l t - i , 2D ót, iob o 
34-, 7 B„ 
2D 
* \ b = * ' l o b + 
l 3 £ J o b o 
1
 at, J o b o 
( 5 . 5 2 ) 
( 5 . 5 3 ) 
( 5 . 5 4 ) 
( 5 . 5 5 ) 
( 5 . 5 6 ) 
* . b = ^ l o b + 
3i|>-
3£ + o b o 
( 5 . 5 7 ) 
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Dado que el uso de esta aproximación al valor de las 
magnitudes fluidas antes y detrás de la onda de choque débil da 
lugar a no linealidades en las incógnitas A, E, F e I, se toma-
rá el valor de las magnitudes en la posición de la onda dada por 
su movimiento inicial, es decir, g=g ,; quedando (5.18): 
n-*i g = §ob ° H fo'l-Ol^o, : = g (5.58) ob 
6. - ESTUDIO DE LA ONDA DE CHOQUE GENERADA EN EL MEDIO INERTE 
Utilizaremos desarrollos dé las variables adimensiona 
les en potencias del tiempo adimensional: 
M _/r . =- 6 T < < 1 
ot oí 
6 = M /D <0 siempre 
o o ^ 
(6.1) 
(6.2) 




2 = foM- flM Ó T +'--' M = d r M / d t 
(6.3) 
* M = U / M = ^ M ^ I M 6 ^ " - ; u M = L d r / d t ] M (6.4) 
^M = p / Pkm = ^ o M ^ l M 6 T + (6.5) 
La presión en la interfase y la velocidad de propaga-
ción de la onda de choque pueden escribirse como: 
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Pi = p o i ( 1 - P 1 < S ^ + - - - ) ; M = Mo(l-m1ÓT+...) (6.6) 
P . , p. y ni quedan determinados como parte de la so-




-JS- -v, de (7.6) resulta que: 
o dx ^ 
y =-6T+ m i(6T) 2/2+0(6T) 3 (6.7) 
Las ecuaciones que determinan el estado del fluido de_ 
tras de una onda de choque intensa, despreciando la presión ini_ 
cial frente a la del fluido detrás de la onda, son: 
M km M (6.8) 
(6.9) 
(6.10) 
La ecuación de estado del medio tras la onda de cho-
que nos ha de proporcionar la función: 
p, M = p„(M-u.,) km M M 
e M = u M / 2 
e M = eM ( PM' PM } (6.11) 
Experimentalmente se ha comprobado que dentro de un 
amplio margen de presiones se cumple muy aproximadamente que: 
M = HtGu M (6.12) 
H<c, y del mismo orden. km J 
Por ejemplo, (Zel'dovich, Ya.B. y Raizer, Yu.P.; 1967) 
para el hierro es: 
H = 3'8xio° cm/s G = 1' 51 
c, = 5'7><105 cm/s ; p. = 7'8 gr/cm3 
km ' Kkm & 
Agregando (6.12) al sistema (6.8) y (6.9) quedan deter 
minados M, u„, PM, en función de la presión detrás de la onda, 
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P . Como consecuencia de (6.10) obtenemos la energía interna es 
M ~~ 
pecífica, e detrás de la onda de choque, solamente para los es r
 M — 
tados posibles detrás de ella, por lo que no generamos una ex-
presión del tipo (6.11). 
La ecuación (6.12) es sólo formalmente válida para 
M>c, lo cual equivale a que: km 
P >p, c. (c, -H) = P M km km km c 






N/cm¿ presión bastante superior a la que se origina detrás de 
la detonación de un explosivo de alta energía, sin convergencia 
geométrica, p o r l o <lue (6.12) no resulta apropiada para descri-
bir el comportamiento del medio inerte. 
Si se intenta expresar el comportamiento del fluido 
por medio de la ecuación de estado: 
P/p m = K(s); Y
 m = cte = Y 0 (6.14) 
Con objeto de tener un criterio de estimación de valo 
res de Y , igualamos la velocidad de la onda de choque calcula-
da usando (6.14) a la calculada usando (6.12), obteniéndose: 
r VT7 
Y = 2G 
o 
4 G V ( H Pkm) + 1 
V l + H G P M / ( H 2 p k m ) - l 
(6.15) 
que es función de Pw en contra de la hipótesis de que y es cons 
M o — 
2 
tante; no obstante, para Pu/(c, )-"*>, Y +2G-1 ; resultando y po-
'
 r
 M k m ' o o 
Co sensible a este parámetro para valores grandes de él frente a 
la unidad, como demuestra el siguiente cuadro hecho para los va-
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lores tomados para el hierro: 
P M ( N / c m 2 ) 
^o 
0 0 
2 ' 2 
1 0 8 
3 ' ¡4 
i o 7 
6 ' 2 
0 ' 5 4 x l 0 7 = P 
c 
8 ' 5 
Se ha observado que para presiones del orden de las 
que origina la detonación de un material explosivo, los valores 
a asignar a y para que la velocidad de propagación de la onda 
de choque sea la adecuada (M>c, ) son tan elevados y tan varia 
^ km J — 
bles con la presión tras la onda de choque, que la ecuación 
(6.14) no es en absoluto útil para el margen de presiones de 
nuestro problema. Según (Williams, E. *, 1957), (St anyukovich, K. 
5 
P.; 1960) y otros, para un margen de presiones del orden de 10 
c o 
a 10 N/cm , se puede usar la ecuación de estado: 
P = T(s){(p/pkm)n-l> (6.16) 
Según (Zel'dovich, B. y Raizer, P.; 1967) n es cons-
tante, n = 4. Según (Jaumotte, A.L.; 1971) se ha de tomar n=5 pa-
ra metales. Además, puesto que el incremento de energía interna 
del fluido asociado al incremento de entropía es despreciable 
frente al total, puede despreciarse la dependencia de T con la 
entropía específica s, pudiéndose escribir: 
'km s = cte 
= Tn/p km (6.17) 
P = Pkm 
con lo que la ecuación de estado queda: 
P = P V m c. 2(iJ> n-l)/n 
km km m 
(6.18) 
La expresión de la energía interna específica, 
tras una onda de choque resulta: 
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M km r 1 -\ 
=
 ( n - l ) p M + n-1 M|> " 1J (6.19) 
que coincide con la correspondiente a un gas perfecto (n=Y) cuan 
do Pv/(p, c. 2)+». M km km 
Introduciendo (6.19) en las ecuaciones de conservación 
a través de la onda de choque, (6.8) a (6.10), tras haber hecho 
uso de los desarrollos (6.3) a (6.5) se obtiene: 
foM=*oM: 
2(n+l)P ^ i 
1 + oí 
P, c, km km 
/(n+1) = 
n + 1 





oM 1 — cp 
oM 
f l M = *lM = 2ralínTl-*oM^ = ( 1 - * O M ^ \ M (6.22) 
M = c. 
o km 1+ \ 1 + 
2(n+l)Poi 
P, c, km km 
i*' « k . V i * ^ * o H (6.23) 
e s 
Como caso típico, con los datos tomados para el hierro 
P =10 5 N/cm2 
o 
n = 4 - , <j> „ = 3 ' 8 3 X 1 0 - 3 ; \J> = l ' 0 0 i + ; M = 5 ' 7 3><1 O4 c m / s 
. oM oM o 
n=5; d> =3'83xio~3; 4> „ = 1'004; M = 5'73xio'+ cm/s 
YoM ' oM o 
P =10 5 N/cm2" 
o 
n = 4; 4>
 M=3'53X10 - 2; ^ =1 * 037 ; M =5'97xio3 m/s 
oM oM o 
n=5; <{) „=3'47xio~2; i|) =1'036; M =5'96xi03 m/s 
ToM ' ToM o 
No obstante emplearemos ambas ecuaciones de estado: 
P/p ~= K(s) 
P = PVnc.
 2(ty n-l)/n km km m 
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indistintamente para describir la evolución del fluido alcanza-
do por la onda de choque. 
7.- CAMPO DETRAS DE LA ONDA DE CHOQUE GENERADA EN EL MEDIO 
INERTE 
Buscamos solución a las ecuaciones como desarrollo en 
serie de potencias del tiempo adimensional T, ver (6.1) y (6.2). 
f (5,T) = f (5)-f, (£)<5T+. 




Introducidas en las ecuaciones (1.22) a (1.25) nos dan: 
Ym ' Tom Tlm * 
* n^.T)=* o ] n(C)-* l i n(C)6T +... 
A.- Primera Aproximación 
Identificando los términos asociados a la potencia ce 
ro de T, se obtienen las ecuaciones análogas a (3.4) y (3.6). 
di¡ d* 
ti. -r \ OI11 I om (
* o n r c ) — + ^m - r r
=
 ° 
d* , df 
om 1 om „ 
+ i rr— = 0 
(<{>om-?) dC ' * dC 
om 
dC l o) = 0 M 
con las condiciones de contorno: 
en £=1 (onda de choque) 
d> = f = é 
om om oM 
ib = 1/(1-*
 M ) om oM 
en £=C . (interfase) 
[foJ0i = P o i / ( M o 2 P k m ) 
( 7 . 4 ) 
( 7 . 5 ) 
( 7 . 6 ) 
( 7 . 7 ) 
( 7 . 8 ) 
( 7 . 9 ) 
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Esta última condición de contorno sirve para relacio-
nar M , con P . al imponer las condiciones de contacto en la in 
o' o: r — 
t erfase. 
Y o E c u a c i ó n de e s t a d o . - P / p = K ( s ) 
La s o l u c i ó n , o b t e n i d a p o r ( L i ñ á n , A. y R o d r í g u e z , M. ; 
1977 ) , e s 
4> ( O = * n M = 2 / ( Y +1) 
om o M o 
<*» ( O = 4*
 M = (Y + D / ( Y - 1 ) om o  o o 





( 7 . 1 0 ) 
( 7 . 1 1 ) 
( 7 . 1 2 ) 
( 7 . 1 3 ) 
km 
O TI 
E c u a c i ó n de e s t a d o . - P = p. c, (\|> - l ) / n 
;
 km km 
Coincide el planteamiento general salvo que la ecua-
ción (7.6) toma la forma: 
d om 
i> n - l 
om 
= 0 (7.14) 
La solución es: 
( 5 ) = <í>
 M = { V l + 2 ( n t l ) P , / ( 4> U > * n  í l  2  + l)Pn./ p. c. )-l}/(n + l) (7.15) om oM oí km km 
$ (£ ) = ^  =1/(1-* ) 
f o m
( í )
^ o H 
(7.16) 
(7.17) 
B.- Segunda Aproximación 
Identificando en las ecuaciones del movimiento los tér 
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minos asociados a la potencia unidad de T se obtiene 
Y Q 
Ecuación de estado.- P/p =K(s) 
Las ecuaciones del movimiento quedan (Liñán, A. y Ro 
dríguez , M.; 1977): 
d^„ dct>„ 
/ , ^ N l m . TIm . . . 
(
* o m - ° " T T ^ o m - d T - ^ ^ o m ^ o m ^ l m 
,,
 r ,




i>. lm T lm 
~
 To Ij) 
om onr 
lm y lm 
f " Yo \¡> v





Condiciones de contorno: 
en C=l (onda de choque) 
*lm = *lM = 0 
lm 1M 





en 5 = 5 • (interfase) im 
[f-, ] • = * ^(P<-2m. ) (7.24) 
u
 lmJ oí ToM rl 1 
Esta última condición se usará junto con las condici 
nes de contacto en la interfase para completar el sistema de 
ecuaciones que nos darán todos los parámetros que definen la s 
lución. 
La solución es: 
*lm ( C ) = A ( 1 ~ s ) 













o Pi + 
4j 
3Y 0(Y 0-D ^1 3(Y0 + D 
m, 






Pl " 3(y +l) ' L e q u i v a l e n t e a (7.24)] (7.31) 
Ecuación de estado.- P = p, c. (i' -l)/n km km 
Las ecuaciones del movimiento resultan idénticas que 
ara el caso anterior, salvo que ha de hacerse: 
Y = n/(i j> „ n - D = P, c , / P . = -r^ o oM km km o í <J> 
n + 1 (7.32) 
oM 
Las condiciones de contorno también coinciden, salvo 
ue en (7.21) ha de hacerse: 
i u = 2m . f -6 „) = 4m. 4> „Y /(n + 1 ) 
Y1M 1 ln + l yoMJ roM'o' 
(7.33) 
or lo tanto, la solución es: 
a 
6 = 
* l m = * l M + X ( 1 - S ) 
* l n , = * l M + a ( 1 - 5 ) i ^ M ^ l M ^ ^ o M ^ 
f l » = f l M + B ( 1 - C ) i f l m = * l M 
1 O OM 
V^cV 2 (-D(i-*oM)3 
{ 2 + ( Y -2)cf>
 M > p . tm y ¿ 
o oM 1 1 o oM 
3 ( 1
- * o M ^ o 3 ( n + l ) ( l - 4 > M ) '
 + 2 j < í > o M / 3 
oM 
( ^ K M ^ K ^ O M ^ - Í ^ H O » , ] /[TO*OH(3^) 
( 7 . 34 ) 
( 7 . 3 5 ) 
( 7 . 3 6 ) 
( 7 . 3 7 ) 
( 7 . 3 8 ) 
( 7 . 3 9 ) 
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X = —=- + j d>
 x, Y oM 
o 
C.- Trayectorias 
Una partícula situada en r=r , es alcanzada cuando: 
P 
y = - ó T = ( r -r • ) / r . 
J
 D D D O 1 OÍ P P ' P
a partir de ese instante la ecuación de su movimiento es: 
(7.40) 
d{yí(y)} = c¡){¡;(y),y}dy , 




4>íC(y) ,y)-C(y) ~ y y^y, (7.42) 
Hemos de quedarnos con la aproximación <J> { L, ( y ) ,y} = 4> 
para poder integrar esta ecuación con la condición inicial: 
oM 
y=y, c=i 
y se obtiene: 
c ( y ) = <LM + ^ r ( i - * „ „ ) oM y oM 
(7 .43) 
(7 .44) 
Para conocer la posición de la interfase, se integra 
con la condición inicial: 
y=0 ; ?=1 (7.45) 
y h a c i e n d o <J> . Í£ (y ) ,y} = 4> „+y [<j>..
 M+A{l-S . (y ) }] p a r a l a i n t e r f a s e 
se o b t i e n e : 
i^ = <W6 T {*lM + X ( 1 - * o M ) } / 2 ( 7 . 4 6 ) 
Por lo tanto, la posición real de un punto genérico 
viene dada por: 
r = r 0<T<T (7.47) 
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r = r .{l-6x (1-4»
 X.)-6T4> „} , T <T 01 p oM ToM p (7.48) 
Para la interfase: 
ri = roit 1-*oM 6 T + { ( | ,lM + X ( 1-*oM ) + , , ,oM nl / 2 } ( 6 T ) 2 / 2] ( 7 ' 4 9 ) 
Análogamente, la posición de la onda de choque viene 
por 
r M = r .{1 + (M t/r J+m, (M t/r .)2/2} M 01 o 01 1 o oí (7.50) 
8 . - CONDICIONES DE CONTACTO EN LA INTERFASE 
Hemos de relacionar previamente las variables de posi_ 
ción , adimensionalizadas de distinta forma. De (1.8), (1.9), 
(1.10) y (1.11) podemos deducir que: 
C/5 = y/x = 6(l-m1¿T/2) (8.1) 
En la interfase habrá discontinuidad en la densidad 
y temperatura del fluido, así como en todas las derivadas, mien 
tras que la presión y velocidad han de ser continuas a través 
de ella. 
Igualdad de velocidad 
U(5,T) 
5 = 5. UU.T) (8.2) 
Expresando esta ecuación en variables adimensionales ,• 
en desarrollo hasta el segundo término en potencias de T e iden_ 
tificando los términos de orden unidad y de orden T separadamen 
te , se obtiene: 
Toid oM (8.3) 
- 4 4 -
l r o M r l m 
„ l 3 * o m 
1 + 2 — 
£ = *o! 
I d 1 + 
1 r o d 
2 n j 5 s * o i « 
( 8 . 4 ) 







Expresando esta igualdad en desarrollo de potencias 
de T, para los términos asociados a las potencias cero y uno de 
T se obtiene: 
Q = Pkd / pkm 
oíd oM 







9 .- ECUACIONES FINALES DE ACOPLE PARA LA PRIMERA APROXIMACIÓN 
Las ecuaciones (8.3) y (8.7) nos permiten calcular 
4> • J V $ »«s que fueron dejadas como incógnitas al describir el 
oíd J oM ^ • 
campo fluido. 
Yo 
Ecuación de estado.- P/p =K(s) 
YA 
n ^ d ^ o i d 
Y d - 1 2 
=
 " * o i d ' *oM r Y +1 ( 9 . 1 ) 
6 =
 * o i d ( Y o + 1 ) / 2 s V D o < 0 ( 9 . 2 ) 
2Q 
Y - 1 
(Y 0 + l ) ( Y d + D l 2Y, J 
( 9 . 3 ) 
Para detonantes mucho menos densos que el material re. 
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flector es T)<<1, por lo que de (9.1) es <J> . ^ n, tomando los pri_ 
meros términos de desarrollar (9.1) en serie de potencias de 
d> .,, podemos despejar é resultando: 
Yoid ! y y J Toid 
4 > o i d = - n + Y d n 2 - Y d ( Y d + i / 2 ) n 3 + Y d ( 3 Y d 2 + l + Y d + i ) r i i + / 3 + o ( n 5 ) ( 9 . 4 ) 
Son necesarios bastantes términos debido a que los coe 
ficientes de n crecen como y, 
Como ejemplo, para n=0*l, Y¿=3 es cf> . =-0'077638 (exac 
to) y d> . =-0'0765 (aproximando hasta términos de orden n. ) con 
oíd 
lo que el error cometido es del 1'5%. 
El único caso en el que está justificado el uso de es_ 
ta ecuación de estado, es en el que el reflector está constituí 
do por un material gaseoso en su estado inicial sin perturbar. 
El valor de n. puede entonces del orden, e incluso mucho mayor, 
que la unidad. Para este último caso, podemos obtener una expre 
sión aproximada para 4> 
o i d y A'1 
oid ' 
(1-Yd)/Yd 
i-{(Yd-i)n) a + 
+<Yd-l) 
(2-Yd)/Yd 2(l-yd)/Yd 
TI /Y. (9.5) 
Por ejemplo para n=10 y Y d=3, de esta formula es: 
4> .=-0*4383, mientras que el valor exacto es: cj> =-0'43787, 
oíd ' ^ Toid 
con lo que el error cometido es del 0'1%. 
En la tabla (9.1) se dan valores de <$> ., para Y d = 3 y 
valores de n. para los que ambas aproximaciones fallan. En la fi 
gura (9.1) se representan estos valores. 
La determinación de M usando (9.2) y de P . usando 
o 01 (7.13) es ya inmediata. 
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Ecuación de estado.- P = p. c, (i> -l)/n km km 
Las ecuaciones (8.3) y (8.7) quedan: 
'n + l 
* o M { l + ( I T L ) * o M } a ^ 1 + (Yd- 1 )*oid } 
2Y d/(Y d-D 
4> ., = 64» „=-* wC/l+ín + Dtf)
 M / 2 ; C= c, /D oíd oM . oM ToM ' km o 
y = 
C ( Y d + D 
Y , + li 
l 2 ^ i 
2Y^/(Y^-D 
T




Para el margen de presiones en que la ecuación de es-
tado es válida ha de ser <j>
 M<<1, por lo que de (9.6) deducimos 
que ha de ser U<<1. Esta circunstancia nos permite obtener de 
(9.6) y (9.7) una expresión explícita aproximada para $ „: 
oM 
n + l- rn + 1-W - P ^ ^ Y . C O P ^
 2p±¿) n,CÍ5(Üi)t5^CtC} y 3-ay 4 (9.9) 
a = l n / c 3 + 5 ( a l i ] 3 + f Y d c { 2 ± i ) 2 + 2 1 Y d 2 c 2 ( 2 f ) + 
*fr a V,3r d c ! ( f ) t | T / 
Esta aproximación deja de ser buena para valores de y 
aún relativamente pequeños frente a la unidad debido a que los 
coeficientes de y tienen valores altos. Como ejemplo damos la 
tabla (9.2) de valores de d> 
oM 
10.- ECUACIONES FINALES DE ACOPLE PARA LA SEGUNDA APROXIMACIÓN 
Las ecuaciones de las condiciones de contacto (8.4) y 
(8.8) junto con (5.34), (5.35), (5.58) y (7.24), y con la rela-























-0 ' 28398 
-0 ' 27382 
-0'26227 











0 ' 06 
0' 05 
0' 04 














Tabla 9.1 Valores de 4 ., en función de n. con Y,= 3 
oíd d 
Figura 9.1.- Valores de <j> ., en función de TI con Y,= 3. 
Y d = 3 
Aproximación con térmi 










y = 0'l 
O'l 
0' 04 
0' 09 2 5 





3 ' 64785*10~3 
3* 55770X10"3 
3' 56078X10"3 
3 ' 56066X10"3 
3' 56066X10"3 
Tabla 9.2.- Valores de <b
 w en función de y 
ToM 
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tado utilizada, nos proporciona un sistema de ecuaciones algé-
bricas y lineales válido para ambas ecuaciones de estado, que 
nos permite obtener las incógnitas A, E, F, I, p y m . Abrevia 
damente lo podemos escribir como: 
[L] {R} = ÍS} (10.1) 












Id g = g 
oa 
+ Vcf> Id g = g 
oa 
•^oid^oid^d/^d-^ 
•^oM ( 1-*oM ) (*oid /*oM )' 
" ^ o M ( 1 - * o M ) 
(10.3) 
[L] es la matriz de los coeficientes de las incógni-
tas, cuyo elemento denominado L.., ocupa la fila i y la colum-
na j . Los que son distintos de cero son 
•49-
Lll =- goa 
L 1 2=-(Y d-l)/Y d 
L13 = V goa 
L 1 4=V(Y d-l)/Y d 
L 2 1 = ( Y d - i r ^ o i d 
L 2 2 = l 
L23=^oid 
L31 = V o i d ^ o i d ' 
L33 = L21 
L34 = 1 
L43~"goi 
L44 = L12 
S s ^ ^ ^ o M ^ ^ o i d ^ o M Í / Yo 
L46=(*oM+1)(t|)oid/(í>oMr 
L51 = Yd goi 
L 5 2 = ( Y d - 1 ) 
f oidl oM oíd 
L s =,= ~ ITR i 5 5 ^ <f> 
oM oíd 
L 6 5 = { l " ( V 1 ) } / Y o 
L c e = 34> M + 2 66 r oM 
(10.4) 
siendo 







Ecuación de estado.- P/p =K(s) 
*é =0 ; Y es un dato 




= 2 y r - * o M ) ; Yo = n + 1 *oM 2 (10.7) 
11.- CONCLUSIONES Y RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES PARA ALGUNOS 
CASOS TÍPICOS 
El obtener la solución del problema para la primera 
aproximación ha quedado de una forma explícita, mientras que pa_ 
ra la segunda ha quedado reducido a la resolución de un sistema 
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de ecuaciones algébricas lineales. 
Se han resuelto estas ecuaciones para varios casos en 
los que la ecuación de estado P=p. c, (^n-l)/n puede conside-
km km 
rarse válida y para Y, = 3, j = l y n = 4. 
Los resultados están en la Tabla 11.1. En las figuras 
11.1, 11.2 y 11.3 se han representado p , m y B../D para varios 
valores de Q y C. Se observa que en todos los casos la presión 
en la interfase cae con el tiempo, y las ondas de choque inten-
sa y débil se deceleran. 
En cuanto a la intensidad de la onda de choque débil 
en el medio detonado, que podemos medirla con el parámetro 
[(^' - -i>* ) /^ ] •  , en la Tabla 11.1 podemos ver que crece al cre-
cer Q y decrece al crecer C, tal y como también lo hacen la pen_ 
diente de caída de la presión en la interfase y las deceleracio 
nes de la onda de choque intensa en el medio inerte y la débil 
en el medio detonado. 
De la figura 11.1 podemos ver que para el margen de 
validez de la ecuación de estado, p es o mucho menor que la 
unidad o a lo sumo comparable con ella. Por lo tanto, de (7.39) 
podemos despreciar (<f> p ) frente a j. Por ello podemos admitir 
que la influencia de la caída de presión en la interfase en la 
aceleración de la onda de choque intensa es despreciable frente 
a la convergencia geométrica. Por lo tanto ponemos que: 
m =-j(n + l)4>
 M(l-¿ M)/{8-(n + l)<}> M} + 0(4> M ) 






2{l-(n + l)<j> /8}(1-<Í>
 M ) oM oM 































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Tabla 11.1.- Parámetros fundamentales del campo fluido para 
j=l, Yd=3 y n=4. 






X Q = 
A. Q = 
D Q = 
oQ = 
. 2 0 
. I S 
.10 
•OS 
* o M = K 9 9 x , 0 ~ 2 
• f t M=9.69xlO"3 
•oM= U 2 x , 0 ~ 2 
é =5.S 6x10-3 
_2Í l L J m~C = \ :m 
.2 
F i g 1 1 . 1 
.03 -
m, 
.4 .6 -8 
T é r m i n o de c a í d a de p r e s i ó n en l a i n t e r f a s e como fun-





.<. .6 .8 1 




• 0 40 -
.038 
Fig 11.3.- Término de aceleración de la onda de choque débil. 
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guient e: 
J*oM{3-(n + l)4> o M/2> 
B =
 6{l-(n + l)*oM/8> +° ( 4 ,oM } (11.3) 
Sin embargo en la expresión de X hemos de retener p. 
A =
* o M ^ + P l / ( 1 
n + 1 
2 *oM ) } (11 .4) 
Se ha calculado todo el campo fluido para el caso si-
Q=0'10; C=1'0; Y^=3; n=4; j=l (11.5) 
Para j=2, basta con multiplicar por dicho número los 
términos que multiplican a T. 
En las figuras (11.4), (.11.5) y (11.6) se ha dibuja-
do la velocidad, densidad y presión adimensionales para x=l. Co_ 
mo es obvio, la solución es sólo válida para T<<1, pero enton-
ces sería muy dificultosa una representación gráfica clara. 
Se han usado variables del campo fluido detonado para 
adimensionalizar, utilizando las relaciones: 
* = *d = * m M / D = <*o,,r6T*lm)(1-,nl6T)Mo/Do ( 1 1' 6> 
rd rnTkm 'kd *om rlm v 
f = f , = f 
p k m ^ 2 _ _ , rM c, 2 (l-^fiT)" 
d m p kd ® • " « - « « I . X Ü T ) 




La onda de choque débil no aparece "débil" en las fi-
guras, habida cuenta de la falta de validez de la solución para 
T = l. 
Fig 11.4 Velocidad adimensional para 
todo el campo fluido. 
PRIMERA APROXIMACIÓN < 
SEGUNOA APROXIMACIÓN — 
INTERFASE 
.7S - . 5 0 - . 2 5 
i 
! -
•"r"k- 'v w 
INTERFASE EN EL 
INSTANTE INICIAL 
ONDA OE CHOQUE 
DÉBIL 1 
3 -
Fig 11.5.- Presión adimensional para todo 





 = p - o r = ( , o - x , i > t . i 
kd 
INTERFASE EN EL 
INSTANTE INICIAL 
-10.2 















Flg 11.6.- Densidad adimensional en 
todo el campo fluido. 
I - .9 
L. 
L .8 
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